Пример 5. 
Некорректность по Тихонову

Рассматривается задача оптимального управления, имеющая единственное решение. Более того, оказывается, что необходимые условия оптимальности в форме принципа максимума являются достаточными. Тем не менее, оказывается, что для данной задачи можно построить такую последовательность допустимых управлений, значения функционала на которой стремятся к минимума функционала, в то время как сама эта последовательность не сходится к оптимальному управления. 

Подобная ситуация характерна для оптимизационных задач, не являющихся корректными в смысле Тихонова. Ниже устанавливается достаточные условия корректности задачи, которыми можно воспользоваться на практике.

5.1. Постановка задачи

Пусть состояние системы описывается задачей Коши 
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Управление  u = u(t)  выбирается из множества
U = { u(L2(0,1) |  | u(t) | ( 1 ,  t((0,1) } .

Критерий оптимальности в данном случае имеет следующий вид:
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Ставится следующая задача оптимального управления:

Задача 5. Найти управление u(U , которое доставляет минимум функционалу  I  на множестве U.

Замечание 5.1. Фактически мы имеем дело с рассмотренной ранее задачей 2". 

Несмотря на то, что эта задача была уже исследована ранее, мы убедимся в том, что с ней еще далеко не всё ясно, как кажется на первый взгляд. 

5.2. Решение задачи

Существование решения задачи 5 может быть легко установлено с помощью теоремы 4 – все необходимые свойства минимизируемого функционала и множества допустимых управлений мы уже проверяли ранее при исследовании задач, достаточно близких к рассмотренной. Учитывая свойство строгой выпуклости функционала, устанавливаемой так же, как и в задаче 0 (см. пример 1), с помощью теоремы 1 мы можем доказать и единственность решения задачи. Впрочем, к подобным же выводам можно прийти и в процессе исследований условий оптимальности. 

Ранее мы уже установили, что принцип максимума для задачи 5 характеризуется соотношением  
                                            
[image: image3.wmf] 

)

 

(

 

 

  

 

1

|

|

max

w

р

u

р

w

£

=

,                                    (5.2) 

где р есть решение задачи
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Как мы уже знаем, система условий оптимальности (5.1) – (5.3) не может иметь неособого решения. Единственная возможность выполнения принципа максимума – это его вырождение, что соответствует равенству  р = 0 . Тогда в соответствии с соотношением (5.3) заключаем, что х = 0 . Наконец, пользуясь условиями (5.1), находим единственное решение принципа максимума – особое управление  u0 = 0 . 
Вывод 5.1. Принцип максимума для задачи 5 имеет единственное решение  – особое управление u0 .

С другой стороны, минимизируемый функционал – заведомо не отрицательный. Его равенство нулю возможно исключительно при 
х = 0 , что реализуется на том же управлении u0 .

Вывод 5.2. Задача 5 имеет единственное решение u0 .

Вывод 5.3. Принцип максимума для задачи 5 является необходимым и достаточным условием оптимальности.

Замечание 5.2. Достаточность принципа максимума может быть установлена и напрямую с помощью теоремы 2 подобно тому, как это делалось для задачи 0 (см. пример 1).

После всех этих результатов, установленных ранее, казалось бы, нет никакого смысла обращаться вновь к хорошо изученной задаче. Однако мы вскоре убедимся, что при ее исследовании мы сталкиваемся с новым сюрпризом.

5.3. Некорректность по Тихонову

Рассмотрим последовательность управлений, определяемых формулами (см. рис. 19)

                                    uk(t)  =  sin kt ,  k = 1,2, …  .                       (5.4)
Очевидно, эти функции являются бесконечно дифференцируемыми и не превосходят по модулю единицу. Таким образом, мы имеем дело с последовательностью допустимых управлений.
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Рис. 19. Минимизирующая последовательность в задаче 5.

Соответствующие решения задачи (5.1) определяются следующим образом (см. рис. 20):
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Рис. 20. Последовательность состояний, определяемых по формуле (5.5).

Справедлива оценка

0 ( xk(t) ( 2/k( ,  t((0,1) ,  k = 1,2, … .

Отсюда следует соотношение
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Тогда последовательность функционалов, соответствующая управлениям {uk} , сходится к нулю, т.е. к минимальному значению критерия оптимальности на множестве допустимых управлений. 
Вывод 5.4. Последовательность {uk} для задачи 5 является минимизирующей.

Возникает естественный вопрос, сходится ли минимизирующая последовательность к оптимальному управлению u0 ? Оценим значение
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Таким образом, оптимальное управление u0 не является пределом минимизирующей последовательности {uk}. 

Вывод 5.5. Минимизирующая последовательность {uk} не сходится к оптимальному управлению.

Замечание 5.3. Этот факт вполне естественен. Достаточно сравнить элементы указанной последовательности (синусоиды с неограниченно растущей частотой колебания, см. рис. 19) с оптимальным управлением, тождественно равным нулю.

Очевидно, рассматриваемая последовательность вообще не сходится. Собственно, этот результат не должен вызывать какое-либо удивление. С подобной ситуацией (расходимостью минимизирующей последовательности) мы уже встречались в двух предшествующих примерах. Однако там оптимальное управление вообще не существовало, т.е. минимизирующим последовательностям попросту некуда было сходиться. В данном же случае нам уже известно, что оптимальное управление существует.  

Вывод 5.6. Минимизирующая последовательность не всегда сходится к существующему оптимальному управлению.

В свете установленных результатов все задачи оптимального управления можно разбить на два класса. Задача оптимального управления называется корректной в смысле Тихонова, если любая минимизирующая последовательность для нее сходится к оптимальному управлению. Если же существует минимизирующая последовательность, не сходящаяся к оптимальному управлению, то задача считается некорректной в смысле Тихонова. 

Вывод 5.7. Задача 5 не корректна в смысле Тихонова.

Мы убеждаемся, что даже в случае единственности оптимального управления и достаточности необходимых условий оптимальности мы не застрахованы от определенных сюрпризов. В некорректных задачах, даже имея управление, значение минимизируемого функционала на котором сколь угодно близко к его нижней грани, мы не можем быть уверенными в том, что найдем управление с любой наперед заданной степенью точности.

Замечание 5.3. Очевидно, определенная выше минимизирующая последовательность слабо сходится к оптимальному управлению, вследствие чего рассматриваемую задачу можно было бы назвать слабо корректной по Тихонову. Однако этот положительный результат не несет в себе серьезной смысловой нагрузки, поскольку элементы минимизирующей последовательности все равно никак не напоминают нам оптимальное управление. 

Замечание 5.4. Слабая сходимость минимизирующей последовательности достаточно естественна. Мы находимся в условиях применимости теоремы Банаха – Алаоглы в виду ограниченности множества допустимых управлений.

Возникает вопрос, может ли минимизирующая последовательность, не сходящаяся к оптимальному управлению, сходится к какому-либо другому пределу? Очевидно, в случае непрерывности функционала из сходимости последовательности управлений следует сходимость соответствующей последовательности функционалов. Таким образом, если последовательность управлений сходится к некоторому пределу, не являющемуся оптимальным управлением, то соответствующая ей последовательность функционалов будет сходиться к значению функционала на этом пределе. Однако в этом случае последовательность не будет минимизирующей, поскольку значения функционала на ней не сходятся к его нижней грани.

Вывод 5.8. Минимизирующая последовательность либо сходится оптимальному управлению, либо расходится.

Естественно, для неразрешимой оптимизационной задачи минимизирующая последовательность ни при каких условиях не может сходиться к оптимальному управлению в виду отсутствия такового.

Вывод 5.9. Неразрешимая оптимизационная задача не корректна по Тихонову.

Возникает вопрос, возможна ли ситуация, когда задача оптимального управления имеет не единственное решение, но является корректной по Тихонову? Обратимся к ситуации, когда задача оптимального управления имеет два различных оптимальных управления u и v. Рассмотрим произвольные последовательность допустимых управлений {uk} и {vk}, сходящиеся соответственно к u и v. Тогда в случае непрерывности минимизируемого функционала I справедливы условия  I(uk) ( inf I(U)  и I(vk) ( inf I(U) . Определим последовательность {wk}, элементы которой принимают попеременно значения uk и vk . Очевидно, последовательность {I(wk)} сходится к значению inf I(U), поскольку подобным свойством обладают все ее подпоследовательности. Таким образом, последовательность {wk} оказывается минимизирующей. В то же время она не сходится, поскольку обладает подпоследовательностями, сходящимися к различным пределам. Отсюда следует, что рассматриваемая задача некорректна по Тихонову. 

Вывод 5.10. В отсутствии единственности решения оптимизационная задача не корректна по Тихонову.

Итак, мы убеждаемся, что класс корректных в смысле Тихонова задач оптимального управления уже, чем класс задач, имеющих единственное решение. В частности, задача 5 однозначно разрешима, но некорректна по Тихонову. В этой связи можно ожидать, что для доказательства корректности задачи потребуются более сильные ограничения на систему по сравнению с теми, что мы имели при исследовании существования и единственности оптимального управления. Наше дальнейшее исследование предполагает установление условий, гарантирующих корректность оптимизационной задачи в смысле Тихонова. 

5.4. Корректность по Тихонову

В процессе доказательства существования использовалась выпуклость минимизируемого функционала. Для обеспечения единственности оптимального управления потребовалось более сильное условие – строгая выпуклость. Корректность оптимизационной задачи в смысле Тихонова устанавливается при еще более сильном ограничении – строгой равномерной выпуклости функционала. 

Функционал I на выпуклом множестве U называется строго равномерно выпуклым, если существует такая непрерывная функция  , удовлетворяющая условиям   , при и ((  при  (( , что для любых элементов  u,v(U и ([0,1] имеет место соотношение

I [u + (1–) v] ( I(u) + (1–) I(v) – (1–) (||u–v||) .

Очевидно, любой строго равномерно выпуклый функционал является строго выпуклым, а тем более, выпуклым.

Предположим, что функция u является решением задачи минимизация строго равномерно выпуклого функционала I на выпуклом множестве U. Рассмотрим произвольную минимизирующую последовательность, т.е. такую последовательность {uk} элементов множества U, что имеет место сходимость  I(uk) ( inf I(U) . Тогда справедливо неравенство

I [uk + (1–) u] ( I(uk) + (1–) I(u) – (1–) (||uk–u||) .

Отсюда следует соотношение

I [uk + (1–) u] – I(u) ( [I(uk) – I(u) ] – (1–) (||uk–u||) .

В силу оптимальности управления  левая часть последнего неравенства не отрицательна. В результате будем иметь 

(1–) (||uk–u||)  (  I(uk) – I(u) .

Учитывая произвольность параметра , переходим к пределу при  (0. Таким образом, установим неравенство

((||uk–u||)  (  I(uk) – I(u) .
Поскольку последовательность {uk} является минимизирующей, имеет место сходимость  (||uk–u||) ( 0 .

Предположим теперь, что последовательность положительных чисел {k}, где  k = (||uk–u||) , не сходится к нулю, то есть либо сходится к некоторому положительному числу, либо вообще расходится. Тогда в силу свойств функции  последовательность {k)} либо сходится к соответствующему значению, либо расходится. Так или иначе, она заведомо не сходится к нулю, что противоречит установленному ранее результату. Отсюда следует, что  uk ( u . Таким образом, произвольная минимизирующая последовательность сходится к оптимальному управлению, а значит, рассматриваемая экстремальная задача корректна в смысле Тихонова. 

Пользуясь теоремами 4 и 5 существования решения экстремальной задачи, приходим к следующему результату:

Теорема 6. Задача минимизации ограниченного снизу строго равномерно выпуклого полунепрерывного снизу функционала на выпуклом замкнутом ограниченном подмножестве гильбертова пространства имеет решение. Ограниченность множества может быть заменена на коэрцитивность функционала.
Вывод 5.11. Корректность оптимизационной задачи по Тихонову устанавливается с помощью строгой равномерной выпуклости функционала.

Воспользуемся теоремой 6 для доказательства корректности в смысле Тихонова задачи 0.

5.5. Корректная оптимизационная задача

Рассматривается множество

U = { u ( L2(0,1) |  | u(t) | ( 1,  t((0,1) } .

На нем определяется функционал
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где состояние системы х описывается соотношениями
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Задача 5'. Найти управление u(U , которое доставляет минимум функционалу  I  на множестве U.

Мы имеем дело с хорошо известной задачей 0, для которой ранее было доказано существование и единственность оптимального управления. При этом все условия теоремы 6 за исключением строгой равномерной выпуклости функционала уже доказаны. 

Для доказательства последнего свойства рассмотрим сначала квадратичную функцию 

f  =  f (x)  =  x2 .

Справедливо соотношение

f [х + (1–) у] – f(х) – (1–) f(у)  =  [х + (1–) у]2  =

=  2 х2  + 2 (1–) х у  + (1–)2 у2  –  х2 – (1–) у2
для любых чисел  х, у и ((0,1) . Таким образом, справедливо соотношение

f [х + (1–) у]  =  f(х) + (1–) f(у) – 2(1–) (х–у)2 .

В результате заключаем, что функция f является строго равномерно выпуклой, причем  ) = 2.

Полагая в последнем неравенстве  х = u(t)  и  y = v(t)  интегрируя его по t, установим соотношение 
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Отсюда следует, что функционал  J, определяемый по формуле
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является строго равномерно выпуклым в том смысле, что выполнено равенство

J[u + (1–) v]  =  J(u) + (1–) J(v) – 2(1–) || u – v ||2 .
Ранее была установлена (см. пример 1) выпуклость функционала
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где x(u) есть решение определенной выше задачи Коши, соответствующее управлению u. Учитывая, что минимизируемый функционал равен полусумме функционалов J и K , установим соотношение 
I[u + (1–) v]  (  I(u) + (1–) I(v) – 2(1–) || u – v ||2 .

Вывод 5.11. Функционал I является строго равномерно выпуклым.

Пользуясь теоремой 6, установим корректность рассматриваемой задачи. 

Вывод 5.12. Задача 0 корректна в смысле Тихонова.

Для задачи 5 можно установить лишь строгую, но не строгую равномерную выпуклость минимизируемого функционала. Однако этого достаточно лишь для доказательства единственности оптимального управления.

Вывод 5.13. Отсутствие корректности в смысле Тихонову для задачи 5 объясняется отсутствием строгой равномерной выпуклости минимизируемого функционала.

5.6. Регуляризация задач оптимального управления 

При численном решении некорректных экстремальных задач возникают определенные трудности. В частности, алгоритмы, обеспечивающие минимизацию функционала, могут не гарантировать нахождение оптимального управления с желаемой степенью точности. Для преодоления возникающих трудностей применяются различные методы регуляризации. Так, метод регуляризации Тихонова для задачи 5 предполагает рассмотрение функционала 
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где 0 – параметр регуляризации.

Очевидно, задача минимизации регуляризованного функционала с точностью до постоянного множителя совпадает с задачей 0, корректность которой установлена выше. Таким образом, решение регуляризованной задачи оптимального управления не должно вызывать серьезных затруднений. Найдя решение u этой задачи, вслед за этим осуществляют предельный переход при (0 . Первые вычисления осуществляются при достаточно больших значениях , когда оптимизационная задача обладает достаточно хорошими свойствами (вычислительные алгоритмы для нее сходятся сравнительно неплохо), хотя и весьма далека от исходной задачи 5. Затем расчеты возобновляются с  уменьшением параметра , причем за начальное приближение алгоритма решения регуляризованной задачи выбирают управление с предшествующего шага метода регуляризации. Ухудшение сходимости алгоритма решения в виду приближения к исходной некорректной задачи в определенной степени компенсируется за счет постепенного уточнения начального приближения управления на очередном шаге метода регуляризации. Иногда таким образом удается решить некорректную задачу (но естественно не всегда).

Замечание 5.5. Описанный алгоритм подразумевает вложенный итерационный процесс, в котором на каждом шаге метода регуляризации осуществляется решение регуляризованной задачи оптимального управления (например, с помощью описанного ранее метода последовательных приближений). Часто оказывается эффективным итеративная регуляризация, когда на каждом шаге метода последовательных приближений осуществляется уменьшение параметра .

Вывод 5.15. Для практического решения некорректных задач можно воспользоваться методом регуляризации Тихонова.

Как уже отмечалось ранее, принцип максимума для задачи 5 вырождается, т.е. оптимальное управление является особым. Это обстоятельство существенно затрудняет практическое решение задачи. В то же время в регуляризованной задачи условие максимума уже не вырождается, а его решение на фиксированном шаге метода последовательных приближений находится явным образом (описание указанного алгоритма для задачи, практически не отличающейся от регуляризованной, было приведено ранее). 
Вывод 5.16. Методом регуляризации Тихонова является также средством для практического нахождения особого управления.

5.7. Окончательные итоги

На основе проведенного анализа можно сделать следующие выводы:

1. Не всякая минимизирующая последовательность сходится к оптимальному управлению, что связано с отсутствием корректности задачи в смысле Тихонова.

2. Класс оптимизационных задач, корректных в смысле Тихонова, уже класса однозначно разрешимых оптимизационных задач.

3. Корректность оптимизационной задачи по Тихонову может быть установлена при условии строгой равномерной выпуклости минимизируемого функционала.

4. Для практического решения некорректных задач можно воспользоваться методами регуляризации.

5. Методы регуляризации могут использоваться также и для поиска особого управления.
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